Ejercicio 1A del Modelo 2 (Ordinaria Colisiones) de 2023 (Andlisis)
De entre todos los rectangulos de diagonal 10 cm (cada una), calcula las dimensiones del que tiene mayor
area.

Solucion

d=10cm

X

La funcién a optimizar es el area del rectangulo. Area=x - y
Relacion entre variables: y? + x? = 102, de donde y = {100 - x? , €S (+) puesto que es una longitud.

Mi funcién es A(X) = X- 100 - x?
El méximo anula la 12 derivada A'(x)

oy -2X _ -X _ 100 - x?-x?
A'(X) = V100 - x2 + X ———— = 100 - xZ *+ X = =
24100 - x2 J100-x2 4100 - X2

De A’(x) = 0, tenemos 100 — 2x2 = 0, de donde x = /50, pues es una longitud.

Las dimensiones del rectangulo son x =+/50 e y =+/50, por lo que seria un cuadrado.
Veamos que es un maximo, damos valores intermedios antes y después de x = /50
100 - 2(3)° _ 82

A'(3) = = — > 0 El area es estrictamente creciente antes de x = /50
y100-(3° °
- 2 —_ —_
A'(8) = 100 - 2(8) = 100 -128 = 28 < 0 El 4rea es estrictamente decreciente después de x = /50

100 - (8)? 6
Por tanto, en x = /50 habra un maximo y el area es maxima.

Ejercicio 2A del Modelo 2 (Ordinaria Colisiones) de 2023 (Andlisis)

Considera la funcién f(x) = para x # 0.

1
X|x|’
(a) (1 punto) Calcula los intervalos de concavidad y de convexidad de f, asi como los puntos de inflexién de
su gréfica, si existen.

(b) (1,5 puntos) Estudia y calcula las asintotas de la funcion. Esboza su grafica.

Solucién

Considera la funcién f(x) = , para x # 0.

L
x|x]
(a)

Calcula los intervalos de concavidad y de convexidad de f, asi como los puntos de inflexion de su grafica, si
existen.

La funcion se descompone en una funcién a trozos:

1 iz = -x? que ocupa el 3er y 4° cuadradante, six <0
X

RS
>
[EEN

— v2 .
ol X que ocupa el lery 2° cuadradante, six = 0

El punto critico sale de igualar a 0 el valor absoluto: x =0
Condicion de Puntos de Inflexion: f "(x) =0y f "(x) # O.
Primera derivada:

2x3 ix<O0
£ = X SI.X
-2x® six =0

Segunda derivada:

-6
4
f'(x) = - ):3 . La funcién no tiene Puntos de Inflexion.
s
X



Intervalos de curvatura: (-o0,0) (0,+c0)
Damos valores intermedios:

f (-1) = 8 - 8- 6<0 concavaen (-o0, 0)

(b)

Estudia y calcula las asintotas de la funcion. Esboza su grafica.

X = a es una asintota vertical (A.V.) de f(x) si lim x_a+[ (f(X) ] =

. 1 1 .11
Como lim —=—=-0;y lim —=—=+0 larectax =0 es una A.V. de la gréfica de f(x).
x-00-X= 0 x-0"x“ 0

Como la funcién f es un cociente de funciones polinémicas, con menor grado en el numerador que en el
denominador, f(x) tiene una asintota horizontal (A.H.) en £, Como hay A.H en o, f no tiene asintotas
oblicuas (A.H.) en oo,

, 1 1 i
Como Ilm( zj = :o =0 ;larectay =0 es una AH. de la grafica de f(x), y esta esta por debajo de la

X —»—00 _X
A.H., cuando x tiende a - .
(1Y 1,
Como le ? - + oo =0 ;larectay =0 es una A.-H. de la grafica de f(x), y esta esta por encima de la

A.H., cuando x tiende a + oo.
Como en este caso hay A.H, no hay asintotas oblicuas (A.O.)

Esbozo de la gréfica:

_ 1
fe2)=7 s
f(1)=-1 3
f(1)=1

-1 :
f@=7

Ejercicio 3A del Modelo 2 (Ordinaria Colisiones) de 2023 (Andlisis)
Determina la funcion f: (0,+%) —» R, sabiendo que es dos veces derivable, su gréafica pasa por el punto (1, 0),
f(e)=eyf’(e) =2In(x) + 1, para todo x > 0 (In denota la funcién logaritmo neperiano).

Solucién
f'(x) = jf "(x) dx = j(z In(x) + 1) dx = (1)



_ _1
Iln(x) dx = u=In(x) - du= ;dx

=X - In(x) -jidx:x- In(x) - x;
dv=dx - v=x X
D=2 -InX)-x)+x=2xIn(x)-x+C
Comof'(e)=e - f'(e)=2eln(e)-e+C=¢e;2e-e+C-e=0; - C=0
f'(x) =2 xIn(x) - x

f(x):jf'(x)dx:j(2x|n(x)-x)dx:jlen(x)dx-jxdx:(z)

1
u=In(x) - du= —=dx ) 2 2 2 2
X X X X 1 X X
X In(x) dx = =——InX)-|—dx="— -In(xX)- =|xdx=— In(X) - —
J. ) dv = x dx V_x2 2 ()J.Zx 2 e 2J. 2 ) 4

- 2

2 2 2
() = 2("7 In(x) - XTJ - X? =x2 In(x) -x? + D

Comof(1)=0; - f(1)=2In(1)-?+D=0; -~ D=1
fX)=x"In(Xx) -x*+1

Ejercicio 4A del Modelo 2 (Ordinaria Colisiones) de 2023 (Andlisis)
Considera las funciones f,g: R = R definidas por f(x) = |x2 —Jl y g(X) =x+5.

(a) (1,25 puntos) Calcula los puntos de corte de las graficas de ambas funciones y eshoza el recinto que
determinan.
(b) (1,25 puntos) Determina el area del recinto anterior.

Solucién
(a)
Calcula los puntos de corte de las graficas de ambas funciones y esboza el recinto que determinan.
x> -1  Parébola convexa con vértice en x, = b -0 0 - V(@O,-1)
_|y2 _ 2a 2
f)=|x* -1 = A
-x* +1 Parabola concava con vértice en x, = — = ) =0 - V(0,1)

El punto critico sale de igualar a 0 el valor absoluto: x*> -1 =0; x = %1, luego f tiene tres tramos:
x*-1 six<-1
f(x):|x2-11: -x*+1 si-1<x<1

x>-1 six=1

g(x) = x +5 Recta con pendiente positiva m = 1, y ordenada en el origen n = 5.
Dando valores a x obtenemos los siguientes puntos de sus graficas:
f2)=[-20-1=310)=|0-]=11@=|2"-1=3
g0(0)=5,9g()=5+2=7;

Puntos de corte entre las gréficas:
+1+(-1°-4-1-(-6)
> =
_1+5 _ [3>1Valido en este intervalo - f(3) =8, Punto de corte (3, 8)
2 { 2 < -1 Valido en este intervalo - f (- 2) = 3, Punto de corte (-2, 3)

1+ )7 -4-1-4

X2+ 1=x+5:x>+x+4=0;:x= =

2
-1 £ +/-15

= — no hay puntos de corte en este tramo de f

x> -1=x+5;x*-x-6=0;x=

Con todo lo anterior un esbozo de la grafica de f es:



(b)

Determina el area del recinto anterior.
A:jfl(x+5-(x2 -1) dx+.[711(x+5-(1-x2)dx+.[13(x+5-(x2 -1) dx =

j (x +x+6)dx+_[_11(x2+x+4)dx+f(-x2+x+6)dx:
1 3 2 1 3 2 8
|:X_ X_ X:| +|:X_+X_+4X:|+|:_X_+X_+6X:| =
3 2 R R
(- (-1)?

- |- 2°, 2¢ o, @ 1°, (17
_( 3 + > +6(l)] ( 3 + > +6(2)j ( 2+4(1)j ( > +4(l)]

+( (3) ()+6(3)j (-Q+ ﬁ+6(l)]:(l+£_6}_(§+£-12J+(£+£+4J-
2 3 2 3 2 3 2 3 2

1 1 27 9 1 1 2+3-36 16+12-72 2+3+24
--_+E-4 ++-?+E+18--§+_+6 + -

3 2 6 6 6
 2+3-24  54+27+108 -2+3+36 __-30+44+30+23+81-37 111 _37 .,
6 6 6 6 6 2

Ejercicio 5B del Modelo 2 (Ordinaria Colisiones) de 2023 (Algebra)

m+l 1 m-1 0 4 2 0 01
Seanlasmatrices A=| 1 1 1 |,B=|0 0 4|,yC=|0 10
m-1 1 m+l 2 21 100

a) (1 punto) Calcula m para que la matriz A tenga inversa.

b) (1,5 puntos) Para m = 0, resuelve, si es posible, la ecuacion matricial % AX+C* =B.

Solucién
m+l 1 m-1 0 4 2 0 0 1
SealamatrizA=| 1 1 1 |,B=|0 0 4|]yC=|0 10
m-1 1 m+l 2 21 100

Q

Calcula m para que la matriz A tenga inversa.



La matriz A tiene inversa si det(A) = |A| # 0
m+l 1 m-1

A= 1 1 1]=(m+l)?+(m-1)+(m-1)-(m-1)*-(m+1)-(m+l)=m’+2m+1+2m-2-m°> +2m-1-2m-2=
m-1 1 m+

=4m-4; Sidm-4 # 0,Atieneinversa - 4m=4;m=1;Sim # 1, Atieneinversa

(b)
. . L 1
Para m = 0, resuelve, si es posible, la ecuacién matricial > AX+C*=B.

% AX +C* = B; % AX=B-C* AX=2(B-C*);, A'AX=2A*(B-C*);, X=2A%B-C*)

1 1 -1
A=|1 1 1]|=A |A| =4.0-4=-4
-11
0o -2 2 0o -2 2 0O 1 -1
Adi(A) =|-2 0 -2| At=2t.|.2 0 -2|=1.]1 0 1
2 -2 0 4 2 -2 0 2 -11 0
0 01 001 100
c°’=|0 10 0 1 0= 1 0[=I - C"'=C.-C=1l-1=1
1 00 1 00 0 01
Luego
0 1 -1 0 4 2 1 00 0 1 -1 -1 4 2 -2 -3
X=2A'1(B-C4):2-1- 1 0 1|0 0 4]-10 1 0j|=11 0 1 0O -1 4|=|1 6
2-110 2 21 0 01 -11 0 2 2 0 1 -5
Ejercicio 6B del Modelo 2 (Ordinaria Colisiones) de 2023 (Algebra)
Xy z
Considera las matrices A= |y x x|, B=(a 1 1) yC=(1 1 1)
z zy

(a) (1,5 puntos) Discute el sistema BA = C, segln los valores de a.
(b) (1 punto) Resuelve el sistema, si es posible, paraa =0y para a =1.

Solucién
Xy z
Considera las matrices A= |y x x|, B=(a 1 1) y C=(1 1 1)
z zy
(a)
Discute el sistema BA = C, segun los valores de a.
Xy z ax+y+z=1
BA=(a 1 1)-|y x x|=(ax+y+z ay+x+z oaz+x+y)=(1 11 - {x+ay+z=1
z zy X+y+az=1

M' = no puedo asegurar el rango de M = 2, por lo que calculo |M|

B R Q
B QR
Q kK
[ S



a1l 1

IM=11 a 1J=a®*+1+1-a-a-a=a’-3a+2;Si|M # 0,elrango de M sera 3.
11 a

Haciendo Ruffini, los ceros oraicessona=1ya=-2;

Sia # 1loa # -2,elrangode M=rango M'=n=3 - Sistema Compatible Determinado (solucién Unica)
Estudio paraa =1

111|121
M'=1]1 1 1] 1] lastresfilassonidénticas - rangode M =1
111|1

Paraa=1,rangode M=rango M'=1 # n = 3, sistema compatible indeterminado
Estudio paraa =-2

-2 1 1|1

M=|1 -2 1|1 - [? 1‘=4-1=3—>rangoM=2
1 1 -2/1 1 -2

-2 11

1 -2 1({=4+1+1+2+2-1=9# 0 - rangoM'=3

1 1 1

Paraa=-2,rangode M=2 # rango M'= 3, sistema incompatible (sin solucion)

(b)

Resuelve el sistema, si es posible, para a =0y para a = 1.

Paraa=0
01 1|1 011
M'=/10 1{1] - [M=|1 0 1|=1+1=2;Resuelvopor Cramer:
110|121 110
111
|A]=[1 0 J=1+1-1=1 - x==
110
011
al=11 1 1=1+1-1=1 - y=%
110
0 11
A =]1 0 1=1+1-1=1 - z=%
1 11
Estudio paraa =1
111|1
M'=11 1 1] 1| Elimino la segunday tercera linea por ser idénticas: x +y+z=1
111|1

Siy=Ayz=p - x=1-A-p - Solucion (L-A-p, A, p)

Ejercicio 7B del Modelo 2 (Ordinaria Colisiones) de 2023 (Geometria)
Determina el punto simétrico de A (2, -4, -3) con respecto al plano que contiene a los puntos B (1, 1, 2),
C(0,1/3,1) yD (-3, 0, 3).

Solucion
Primero debo hallar el plano formado por los tres puntos dados B, C y D.



Tomo el punto B (1 1, 2) y los vectores BC = ( 1, ?2 - 1} = (3,2,3)y BD=(-4,-1,1).

x-1y-12z-2
3 2 3(1=0;2(x-1)-12(y-1)-3(z-2)+8(z-2)+3(x-1)-3(y-1)=0;
-4 -1 1
2x-2-12y+12-32+6+82-16+3x-3-3y+3=0;
5x-15y+5z=0;1m = x-3y+z=0
Hallo una recta perpendicular que pasa por A:

m=x-3y+z=0 - n= ,-3,1)= u (vector director de la recta)

X=2+A\
r=.y=-4-3\
z=-3+A

Hallo la interseccién de 1y r como punto medio de Ay A";

(2+A)-3(-4-3N)+(-3+AN)=0;2+A+12+9A-3+A=0;

1IA+11=0;A=-1 -~ M(2-1,-4+3,-3-1)=(1,-1, -4)

Hallo A' (x, y, z) simétrico de A con M como punto medio de Ay A"
X+2

1= ;- 2=x+2;x=0
2

_1:L4; N -2:y-4;y:2
2

4=%23. | g=7.3:7=-5

Solucién: A' (0, 2,-5)

Ejercicio 8B del Modelo 2 (Ordinaria Colisiones) de 2023 (Geometria)
Dados los puntos O (0, 0, 0), A (2, -1, 0),B (3,0, x) y C (-x, 1, -1), los vectores ﬁ,@yﬁ determinan un

paralelepipedo.

(a) (1,5 puntos) Calcula los posibles valores de x sabiendo que el volumen del paralelepipedo es 5 unidades
cubicas.

(b) (1 punto) Para x = 1, halla el area de la cara del paralelepipedo que contiene a los vértices O, Ay B.

Solucién
Dados los puntos O (0, 0, 0), A (2, -1, 0),B (3,0, x) y C (-x, 1, -1), los vectores ﬁ,@yﬁ determinan un
paralelepipedo.

Q

Calcula los posibles valores de x sabiendo que el volumen del paralelepipedo es 5 unidades cubicas.

El volumen del paralelepipedo se calcula mediante el producto mixto de tres vectores no coplanarios:
Vector OA = (2, -1, 0), vector OB = (3, 0, xX) y vector OC = (-x, 1, - 1)

2 -1 0 2 oy-8=0
x*-2x-8=
Vp=[3 0 x =|x2—2x—3|=5u3 -
% 1 - -x*+2x-2=0

. 2+(-2)%-4-1-(-8) _2%/4+32 _ 246 :{4

2 2 T2 -2

Lo 2E2-4-(1)-(2) _2:4-8
2 2
Parax=4 y x=-2, el volumen del paralelepipedo es 5 u®

sin solucién Real

(b)



Para x = 1, halla el area de la cara del paralelepipedo que contiene a los vértices O, Ay B.

Calculamos el area de la cara del paralelepipedo como el area del paralelogramo que forman los vértices O,
Ay B, es decir, con el médulo del vector producto vectorial de los vectores OA y OB.

OA =(2,-1,0); OB = (3,0, 1)

Area paralelogramo = ‘ﬁ X @‘
i ] k|Adjuntos

OAXxOB=|2 -1 Ofprimera = i(-1-0)-j(2-0) +k(0+3) =-i-2j+3k - (-1,-2,3).
3 0 1] fia

Area paralelogramo = ‘ﬁ X @‘ = \/(— 12 + (-2 +3 =1+4+9 =14 .




